
1

第二节 极限★★★

一、极限的概念

知识点 1：函数的极限

1． 0x x 时函数的极限

定义 1 设函数 ( )f x 在 0x 的某一去心邻域内有定义，当 0 0( )x x x x  时， ( )f x 无限接近于一

个确定的常数 A，则称常数 A为函数 ( )f x 当 0x x 时的极限，记作

0

lim ( )
x x

f x A


 ．

例 1 观察函数图形
2 1

1
xy
x





，当 x无限趋于 1 时，函数的极限和在 1x  处的函数值．

【答案】因函数
2 1( )

1
xf x
x





在 1x  处无定义，故函数值不存在．但当 1x 时， ( )f x 无限趋

近于常数 2，即函数的极限为 2．我们在判断函数当 0x x 时的极限时，关注的是 ( )f x 在 0x 附近的
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变化趋势，而不是 ( )f x 在 0x 这一孤立点上的情况，所以当 0x x 时，函数 ( )f x 有没有极限与 ( )f x

在点 0x 处有没有定义无关．

考点 1．函数 )(xf 在点 0x 处是否有定义与极限是否存在无关．★

考题 1 函数 ( )f x 在 1x 的极限
1

lim ( )
x

f x


与函数 ( )f x 在点 1x  处的取值是否有关系？

【答案】无关

自主练习 1 函数 )(xf 在点 0x 有定义是极限 )(lim
0

xf
xx

存在的________条件．

A. 相关 B. 无关

【答案】无关

解析：函数在一点处有没有定义与在这一点极限是否存在没有关系．

定义 2 如果函数 ( )f x 在 0x 的某一个左侧邻域内有定义，当 x从 0x 的左侧（即 0x x ）无限接

近于 0x （记为 0x x  ）时，函数 ( )f x 无限接近于一个确定的常数 A，则称常数 A为函数 ( )f x 在 0x

处的左极限，记为

0

lim ( )
x x

f x A


 ．

定义 3 如果函数 ( )f x 在 0x 的某一个右侧邻域内有定义，当 x从 0x 的右侧（即 0x x ）无限接

近于 0x （记为 0x x  ）时，函数 ( )f x 无限接近于一个确定的常数 A，则称常数 A为函数 ( )f x 在 0x

处的右极限，记为

0

lim ( )
x x

f x A


 ．

定理 1（极限存在定理）

函数 ( )f x 当 0x x 时极限存在的充分必要条件：
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

    ．

考点 2．极限存在定理★★

考题 2 函数

1 0
( ) 0 0

1 0

x x
f x x

x x

 
 
  

， ，

， ，

， ，

研究当 0x 时 ( )f x 是否存在极限？

【答案】极限不存在

解析：

由于
0 0

lim ( ) lim( 1) 1
  

   
x x

f x x ，
0 0

lim ( ) lim( 1) 1
  

  
x x

f x x ，左、右极限存在，但不相等，故 0x

时 ( )f x 的极限不存在．
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自主练习 2 ( )
x

f x
x

 当 0x 时的左极限_______、右极限_______，在 0x 时的极限_______．

A．1 B．-1 C．不存在

【答案】B；A；C

解析：当 0x 时， ( )f x 的左极限
0 0 0

lim ( ) lim lim 1
x x x

x xf x
x x    


    ；当 0x 时， ( )f x 的右极

限
0 0 0

lim ( ) lim lim 1
x x x

x xf x
x x    

   ；左、右极限存在但不相等，故
0

lim ( )
x

f x


不存在．

2． x 时函数的极限

定义 4 当 x 时，函数 )(xf 无限趋近于一个确定的常数 A，则称常数 A为函数 )(xf 当

x 时的极限或函数收敛于 A，记作 lim ( )
x

f x A


 ．

类似地，可以分别定义 x 和 x 时的极限为 lim ( )
x

f x


和 lim ( )
x

f x


．

例 2 计算下列极限：（1） 
 xx

1lim ________；（2）
1000lim

x x
 ________．

【答案】（1） 0 （2） 0

例 3 计算下列极限：

（1） lim ex
x

________； （2） lim ex
x

 ________；

（3） lim arctan
x

x


 ________； （4） lim arctan
x

x


 ________．

【答案】（1） （2） 0 （3）
2


（4）
2




定理 2（极限存在定理）

函数 ( )f x 当 x时极限存在的充分必要条件： lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

    ．

3．极限不存在的情况

根据图中 )(xf 和 )(xg 的图像，观察当 x无限趋近于 0 时，对应函数值的变化情况．

1( )f x
x


1( ) sing x
x


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例 4 判断下列极限是否存在：

（1） limarctan
x

x


； （2） limex
x

；

（3）
0

1lim
x x

； （4）
0

lim
x

x
x
；

（5） limsin
x

x


； （6） limcos
x

x


．

【答案】（1）
2

arctanlim 



x

x
，

2
arctanlim 




x
x

，左、右极限不相等，即极限不存在；

（2） lim e 0x

x
 ， lim e x

x
 ，左、右极限不相等，即极限不存在；

（3） 
 xx

1lim
0

， 
 xx

1lim
0

，极限为无穷，所以极限不存在；

（4）
0

lim 1
x

x
x
  ， 1lim

0


 x
x

x
，左、右极限不相等，即极限不存在；

（5） limsin
x

x


振荡不存在；

（6） limcos
x

x


振荡不存在．

考点 3．函数极限不存在的常见情况★★

① lim e x

x
（由于 lim e 0x

x
 ， lim ex

x
 ）．

② lim ln
x

x


  ，
0

lim ln
x

x


 ．

③
0

1lim
x x

 ，
0

1lim
x x

 ．

④ π
2

limtan
x

x




 
， π

2

lim tan
x

x




 
； limsin

x
x


， limcos

x
x


．

⑤ lim arctan
x

x


（由于
πlim arctan
2x

x


  ，
πlim arctan
2x

x


 ）．

考题 3 下列极限不存在的是（ ）

A．
2

1

1lim
1x

x
x

 
  

B．
2 , 0

( )
2 , 0
x x

f x
x x

 
 


，求

0
lim ( )
x

f x


C． x
x

arctanlim
 D．

1

0
lim x

x
e



【答案】D

解析：A．
2

1 1 1

1 ( 1)( 1)lim lim lim( 1) 2
1 1x x x

x x x x
x x  

  
   

 
；

B．
2 , 0

( )
2 , 0
x x

f x
x x

 
 


，

0 0
lim ( ) lim 2 0
x x

f x x
  

  ，
2

0 0
lim ( ) lim 0
x x

f x x
  

  ，故
0

lim ( ) 0
x

f x


 ；

C． lim arctan
2x

x 


 ；

D．
1

0
lim x

x
e


  ，故答案选 D．
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技巧：考虑左、右极限的情况

（1）分段函数的分段点，例如
2 1, 0

( )
2 , 0
x x

f x
x x

  
 


，求

0
lim ( )
x

f x


；

（2）出现绝对值时，例如
0

lim
x

x
x

；

（3）出现e 、 arctan 等这样的形式时，例如
1

0
lim x
x

e


， limarctan
x

x


．

自主练习 3 下列函数中，
0

lim ( )
x
f x


存在的是（ ）

A．
x

xf 1sin)(  B．
x

xf 1cos)(  C．
x

xf 1)(  D．
1( ) arctanf x
x



【答案】D

解析：A 选项不存在，同理 B 选项不存在，C 选项中 
 xx

1lim
0

，D 选项中
0

1limarctan
2x x



 ，因

此选 D．

知识点 2：数列的极限

1．数列极限的定义

定义 5 按照某一法则，对每个 *nN ，对应着一个确定实数 nx ，这些实数按照下标 n从小到

大排列得到一个序列 1 2 3 nx x x x     ， ， ， ， ， ，该序列就称为数列，记作{ }nx ．数列中的每一个数称为

数列的项，第 n项 nx 称为该数列的通项．

定义 6 设{ }nx 为一数列，如果存在常数 a，当 n无限增大时， nx 无限趋近于 a，那么就称常数

a是数列{ }nx 当 n趋于无穷时的极限，或称数列{ }nx 收敛于 a，记作

lim nn
x a


 或 ( )nx a n  ．

如果不存在这样的常数 a，就称数列{ }nx 无极限，或数列{ }nx 是发散的，也可以说 lim nn
x


不存在．

例如，数列
1 1 1 1 1
2 4 8 16 2n ，，， ， ， ， ，当 n时，

1 0
2n

 ，数列有极限，即数列收敛；

数列 2 4 8 16 2n     ，，， ， ， ， ，当 n时， 2n ，数列没有极限，即数列发散；

数列 1 1 1 1 ( 1)n       ，， ，， ， ， ，当 n时， | | 1nx  ，但 nx 交替为 1 和 1 ，没有接近于一个

确定的常数，因此数列也没有极限，即数列发散．

例 5 2

1 2lim
n

n
n

  



_________．

【答案】
2
1

解析：
2 2

( 1)
1 2 12lim lim

2n n

n n
n

n n 


  

 
 ．
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2．数列极限存在准则

准则 1（单调有界准则） 单调有界的数列必定收敛．

注：数列有界时，数列不一定收敛．如数列 sinnx n ，| | 1nx � ，数列有界，但数列在 1 和 1 之

间振荡，数列发散．

准则 2（两边夹准则） 三个数列{ }nx ，{ }ny ，{ }nz ，如果存在自然数 0N ，当 0n N 时，有

n n ny x z� � 且 lim nn
y a


 ， lim nn

z a


 ，那么数列{ }nx 的极限存在且 lim  nn
x a


 ．

数列极限存在准则可以推广到函数极限．

考点 4．数列收敛与数列有界的关系★

技巧：数列收敛数列有界；数列有界 数列收敛；数列单调有界数列收敛．

考题 4 下列结论不正确的是（ ）

A．单调有界数列必有极限

B．极限存在的数列必为有界数列

C．
0

lim ( )
x x

f x
 存在的充分必要条件是左、右极限都存在

D．0 是无穷小量

【答案】C

解析：极限
0

lim ( )
x x

f x
 存在的充要条件是左、右极限都存在且相等．故选 C．

考点 5．两边夹准则★

技巧：规整不动，先猜后证．

考题 5 用两边夹准则求极限 2 2 2lim
1 2n

n n n
n n n n

       
 ．

【 答 案 】 因 为

2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 1 1
n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n
                                 

   ， 所 以

2 2

2 2 2 2 21 2 1
n n n n n

n n n n n n n
           

 ，又
2

2lim 1
n

n
n n




，
2

2lim 1
1n

n
n




，由两边夹准则可知，

2 2 2lim 1
1 2n

n n n
n n n n

        
 ．

自主练习 4 求极限
1 1 1lim

1 2n n n n n

 
      

 ．

【 答 案 】 由 于

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 12n n n nn n n n n n n n n

          
       

   ， 即

1 1 1
1 12

n n
n nn n n n n

    
   

 ，又
1lim lim 111

n n

n
n n

n
 

 
  ， lim 1

1n

n
n




，利用两边



7

夹准则，所以
1 1 1lim 1

1 2n n n n n

 
       

 ．

考点总结

考点 1．函数 )(xf 在点 0x 处是否有定义与极限是否存在无关．★

考点 2．极限存在定理★★

（1）
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

    ；（2） lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

    ．

考点 3．函数极限不存在的常见情况★★

① lim e x

x
（由于 lim e 0x

x
 ， lim e x

x
 ）．

② lim ln
x

x


  ，
0

lim ln
x

x


 ．

③
0

1lim
x x

 ，
0

1lim
x x

 ．

④ π
2

limtan
x

x




 
， π

2

lim tan
x

x




 
； limsin

x
x


， limcos

x
x


．

⑤ lim arctan
x

x


（由于
πlim arctan
2x

x


  ，
πlim arctan
2x

x


 ）．

考点 4．数列收敛与数列有界的关系★

考点 5．两边夹准则★

通关练习

1．数列  nx 单调，则  nx 必收敛（ ）[真题]

【答案】

解析：数列  nx 单调且有界，则  nx 必收敛，故错误．

2．设函数

1 0

o
) 2

0
0(

c s

x x

x
x

x
xf

 



 
 

， ，

， ，

， ，

则
0

lim ( )
x

f x


（ ）[真题]

A．1 B．2 C．1 或 2 D．不存在

【答案】A

解析：
0

lim( 1) 1
x

x


  ，
0

lim cos 1
x

x


 ，则
0

lim ( ) 1
x

f x


 ．故选 A．

3．已知三个数列 na ， nb 和 nc 满足 n n na b c  ，且 lim nn
a a


 ， lim nn

c c


 （a，c 为常数，

且 a c ），则数列 nb 必定（ ）[真题]
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A．有界 B．无界 C．收敛 D．发散

【答案】A

解析：根据收敛数列的有界性定理可知，数列 na 和 nc 均为有界数列，又 n n na b c  ，从而

数列 nb 必定有界．故选 A．

4．极限
2 2 2

1 1 1lim
1 2n n n n n

 
   

   
 =（ ）[变式]

A．1 B．0 C．2 D．4

【答案】A

解析：由于
2 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1

n n
n n n n n n n

    
    

 ，

而 2

1lim lim 1
11

n n

n
n n

n

 
 

 
， 2

2

1lim lim 1
11 1

n n

n
n

n

 
 

 
，

由两边夹准则有
2 2 2

1 1 1lim 1
1 2n n n n n

 
    

   
 ．

5．设函数
0

(
0

)
0

| |
f

x x
x
x

x

 
 

， ，

，

则
0

lim ( )
x

f x


（ ）[变式]

A． 1 B．0 C．1 D．不存在

【答案】D 解析：
0

| |lim 1
x

x
x
  ，

0

| |lim 1
x

x
x
 ，则

0
lim ( )
x

f x


不存在．故选 D．
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